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1 Dobbelstenen & Legen zonder morsen

Prof.dr. J.M.A.M. van Neerven, TU Delft

Dobbelstenen
Kunnen we twee (standaard) dobbelstenen zo manipuleren (i.e. het aantal
ogen op de dobbelstenen hoeven niet te worden aangepast), dat de kans dat
de som der ogen n is (met n tussen 2 en 12) onafhankelijk is van n?

Legen zonder morsen
We hebben 3 glazen water, gevuld met a, b, en c ml water (met a, b en c ∈ Z).
In ieder van de glazen past a+ b+ c ml. Iedere keer gieten we uit een van de
glazen zoveel in een ander glas dat de inhoud van het andere glas verdubbelt.
Laat zien dat we zo één van de glazen leeg kunnen maken.
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2 Percolatieroosters

Prof.dr. R.W.J. Meester, Vrije Universiteit Amsterdam

Beschouw het gewone kwadratische rooster, waarin elk tweetal punten in
Z2 op onderlinge afstand 1 met elkaar verbonden is door een lijnstuk. We
gaan nu bepaalde lijnstukken weghalen, op de volgende (toevallige) manier:
voor elk lijnstuk in het rooster gooien we een zuivere munt; als kop boven
komt laten we het lijnstuk weg, als munt boven komt laten we het lijnstuk
staan. De worpen van verschillende lijnstukken worden onafhankelijk van
elkaar uitgevoerd. Op deze manier valt het oorspronkelijke rooster uiteen in
(samenhangs)componenten; twee punten zitten in dezelfde component als ze
na afloop nog steeds door een pad van overgebleven lijnstukken met elkaar
zijn verbonden. Het is bekend (en hoeft niet te worden bewezen) dat met
kans 1 alle componenten eindig zijn.
Met dit kansproces kunnen we ook een zogenaamd duaal rooster construeren.
Dit gaat als volgt. In het midden van elk vierkantje van het oorspronkelijke
kwadratische rooster zetten we een punt. Twee van deze punten die op
afstand 1 van elkaar liggen worden verbonden met een lijnstuk. In feite
hebben we nu weer een kwadratisch rooster, alleen verschoven over de vector
(1/2, 1/2). In het duale rooster laten we een lijnstuk alleen staan als deze een
weggenomen lijnstuk uit het oorspronkelijke rooster kruist. Na het weghalen
van de diverse lijnstukken zijn er dus nergens meer kruisende lijnstukken.
Merk op dat we op het duale rooster dus ook gewoon elk lijnstuk met kans 1/2
laten staan en met kans 1/2 weghalen, onafhankelijk van andere lijnstukken
van het duale rooster.
Bekijk nu Figuur 1. In die figuur zie je rechts een realisatie binnen een 4 bij
3 rechthoek, samen met de bijbehorende realisatie van het duale rooster.

Figuur 1: Het kwadratisch rooster en het duale rooster
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a) Bewijs, aan de hand van de figuur, dat de kans dat binnen een n + 1
bij n rechthoek een verbinding bestaat van links naar rechts gelijk is
aan 1/2, onafhankelijk van n. Gebruik hierbij de relatie tussen het
oorspronkelijke en het duale rooster.

b) Gebruik nu eenzelfde soort argument om gegeven Z2 de kans uit te
rekenen dat (0, 0) en (1, 0) in dezelfde component zitten.
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3 Eén van de twaalf!

Prof.dr.ir. H.C.A. van Tilborg, TU Eindhoven

Er zijn 12 ballen, zeg B1, B2, . . . , B12, die er identiek uit zien. Ze hebben ook
allemaal hetzelfde gewicht, op misschien één na, die een afwijkend gewicht
kan hebben. Met een balans willen we er in 3 wegingen achter komen of er
een bal een afwijkend gewicht heeft en, zo ja, welke bal dat dan wel is en of
de bal lichter of zwaarder is.
We willen een weegschema H3,12 dat de vorm heeft van een 3 × 12- matrix
over {−1, 0, 1}. De interpretatie is

hi,j =





+1 Bj, ligt tijdens de weging i op de rechterschaal,
0 Bj, wordt gedurende weging i niet gebruikt,

−1 Bj, ligt tijdens de weging i op de linkerschaal

waarbij i ∈ {1, 2, 3} en 1 ≤ j ≤ 12.

a) Hoeveel enen bevat een rij van H3,12? En hoeveel nullen?

b) Wat kun je van elk tweetal kolommen van H3,12 zeggen?

c) Geef zo’n H3,12.
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4 Hollandsche Glorie

Prof.dr. J.P. Hogendijk, Universiteit Utrecht & Universiteit Leiden

Ingeschreven cirkel
Uit: Beginselen der Meetkunst, ontworpen naar haren tegenwoordigen staat
van vorderingen; door Jacob de Gelder, Hoogleeraar, te Leyden. Derde, ge-
heel omgewerkte en veel vermeerderde druk. ’S Gravenhage en Amsterdam,
1828.

Bijgevoegde stelling:

439. Indien R den straal eens cirkels verbeeldt, die om eenigen driehoek ABC
beschreven, r de straal eens cirkels, die in denzelven beschreven is; α, β en γ
de stralen des cirkels, die de zijden des driehoeks, naar buiten aanraken; dan
is de afstand van de middelpunten der in- en omgeschreven cirkels R2 −Rr;
en de afstand van de middelpunten des cirkels, die R en α tot stralen hebben,
gelijk aan R2 +Rα.
Het betoog van deze stelling te zoeken, zij aan de vlijtige oefening van den Lezer overge-
laten, die hetzelve uit de voorgaande stellingen ligtelijk zal kunnen afleiden.

In het volgende noem ik (=Jan Hogendijk) d de afstand tussen het middel-
punt van de ingeschreven cirkel van een driehoek tot het middelpunt van de
omgeschreven cirkel. Los de volgende vragen op:

1. Laat zien dat de formule d = R2 −Rr van Jacob de Gelder fout is.

2. Zou een soortgelijke formule te vinden zijn? Zo ja, probeer een ver-
moeden op te stellen.

3. Als je een vermoeden opgesteld hebt, probeer dat te bewijzen; of pro-
beer te laten zien dat d niet een functie kan zijn van R en r.

4. Behandel op soortgelijke manier De Gelder’s formule voor R en α.
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5 Geordende verzamelingen uit N
dr. K.P. Hart, TU Delft & Universiteit Leiden

a) Toon aan: er bestaat een familie deelverzamelingen, A, van N, z.d.d.
A lineair geordend is door ⊂ (d.w.z. voor alle A,B ∈ A geldt A ⊂ B
of B ⊂ A), en A gelijkmachtig is met R. (We noemen twee verzame-
lingen gelijkmachtig als er een bijectie tussen de verzamelingen bestaat.)

b) Twee oneindige deelverzamelingen A en B van N heten bijna disjunct
als A ∩ B eindig is. Een familie A van deelverzamelingen van N heet
bijna disjunct als elk tweetal verzamelingen in A bijna disjunct is. Toon
aan: als A een aftelbare bijna disjuncte familie (van oneindige deelver-
zamelingen van N) is, dan is er een oneindige deelverzameling A van N
zó dat A ∪ {A} ook een bijna disjuncte familie is.

c) Toon vervolgens het volgende aan: er is een bijna disjuncte familie (van
oneindige deelverzamelingen van N) die gelijkmachtig is met R.
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6 2 mod n

Prof.dr. H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Bestaat er een positief geheel getal n dat deelbaar is door 103 met de eigen-
schap 22n+1 ≡ 2 mod n? Bewijs de correctheid van het gegeven antwoord.





www.masteryourfuture.nl
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7 Een stabiele numerieke methode voor stro-

mingsproblemen

Prof.dr.ir. B. Koren, CWI & Universiteit Leiden

Modelprobleem en rekenrooster
Beschouw de partiële differentiaalvergelijking

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0, met a constant. (1)

Vergelijking (1) is een model van complexere partiële differentiaalvergelij-
kingen die transportverschijnselen beschrijven, verschijnselen variërend van
lucht- en waterstromingen tot autoverkeersstromen. De onafhankelijke varia-
belen x en t kunnen als ruimtecoördinaat respectievelijk tijd worden opgevat,
a als de stroomsnelheid.
De oplossing van de modelvergelijking is eenvoudig: u is constant langs de
lijnen x − at = constant, de zogenaamde karakteristieke lijnen. In Figuur 2
zijn deze lijnen weergegeven, voor het geval dat a positief is. In Figuur 2 zijn
ook – in rood – aangegeven, op elk van de vier randen van het rekengebied,
de aantallen randvoorwaarden die nodig zijn om het probleem op te lossen.
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Figuur 2: Karakteristieke lijnen en aantallen benodigde randvoorwaarden,
voor modelvergelijking (1) met a > 0.

We gebruiken de voorkennis over de exacte oplossing niet, maar introduce-
ren – ter bestudering van numerieke oplossingsmethoden – het equidistan-
te rekenrooster gegeven in Figuur 3, met roosterlijnen evenwijdig aan de
x− en t−as. We willen de oplossing nu alleen uitrekenen op de snijpun-
ten van roosterlijnen, de roosterpunten. De roosterpunten nummeren we als
l = 0, 1, 2, . . . , lmax, m = 0, 1, 2, . . . ,mmax (Figuur 3). De numerieke oplos-
sing in roosterpunt (l,m) noteren we als ul,m.
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Figuur 3: Rekenrooster.

Eindige-differentievergelijking
In alle roosterpunten (l,m), l < lmax vervangen we nu de tijdsafgeleide ∂u

∂t

door de voorwaartse eindige differentie
ul+1,m−ul,m

∆t
, en de ruimtelijke afgeleide

∂u
∂x

door de centrale eindige differentie
ul,m+1−ul,m−1

2∆x
. De door beide differen-

ties gebruikte roosterpunten zijn weergegeven in Figuur 4. Het diagram in
Figuur 4 wordt het stencil van de beschouwde eindige-differentie discretisatie
genoemd.
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Figuur 4: Stencil van voorwaarts-in-tijd, centraal-in-ruimte, eindige-
differentie discretisatie.

Merk op dat de hier beschouwde eindige-differentie benadering van ∂u
∂x

niet
zonder meer toepasbaar is voor de roosterpunten met m = mmax; de cen-
trale eindige-differentieformule vraagt daar om oplossingen in roosterpunten
m = mmax + 1, maar deze laatste punten bestaan niet. Ter vermijding van
dit implementatieprobleempje veronderstellen we hier dat het randwaarden-
probleem periodiek is in x−richting; de randen x = 0 en x = xmax zijn
‘aan elkaar vastgeplakt’. In alle roosterpunten met l < lmax kan nu worden
beschouwd de eindige-differentievergelijking

ul+1,m − ul,m

∆t
+ a

ul,m+1 − ul,m−1

2∆x
= 0. (2)
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Vervangende vergelijking
Om te verifiëren of vergelijking (2) gelijk is aan modelvergelijking (1) in de
limiet ∆t ↓ 0 en ∆x ↓ 0 (de consistentiecontrole), vervangen we de lokale dis-
crete oplossingen ul+1,m, ul,m+1 en ul,m−1 in (2) door Taylor-reeksontwikkelingen
rond ul,m: Substitutie van de afgebroken Taylor-expansies in (2), de indices l
en m weglatend (zij zijn nu de enige indices en daarom betekenisloos), levert:

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+

∆t

2

∂2u

∂t2
+ a

∆x2

6

∂3u

∂x3
= h.o.t. (3)

Dit is weer een partiële differentiaalvergelijking, een vergelijking in de con-
tinue ruimte. De Taylor-reeksontwikkelingen hebben ons teruggebracht van
de discrete ruimte in de continue ruimte. Vergelijking (3) wordt de vervan-
gende vergelijking behorende bij (2) genoemd. Vervangende vergelijking (3)
laat zien dat eindige-differentievergelijking (2) consistent is; voor ∆t ↓ 0 en
∆x ↓ 0 convergeert (3) naar (1). Vergelijking (3) laat ook zien welke partiële
differentiaalvergelijking eigenlijk wordt opgelost voor kleine maar eindige ∆t
en ∆x.

Stabiliteit
De berekening van de oplossing in alle roosterpunten is rechttoe-rechtaan als
wordt gestart vanaf de beginrand l = 0. Eindige-differentievergelijking (2)
heeft slechts één roosterpuntoplossing op het nieuwe tijdsniveau l+1: ul+1,m.
Dus ul+1,m kan direct (expliciet) worden berekend met (2). Indien geen in-
stabiliteit optreedt, dan kan de numerieke oplossing voor alle roosterpun-
ten worden uitgerekend door in de tijd vooruitstappend, de lokale oplossing
ul+1,m op het nieuwe tijdsniveau te berekenen uit lokale oplossingen op het
actuele tijdsniveau l:

ul+1,m = ul,m −
a∆t

2∆x
(ul,m+1 − ul,m−1) . (4)

Het blijkt dat dit helaas niet werkt. Vergelijking (2) is instabiel! De instabi-
liteit kan worden aangetoond met de volgende analyse.

Beschouw als oplossing van modelvergelijking (1) de continue Fourier-vorm

u(x, t) = Ueσteiωx, (5)

met i de imaginaire eenheid, met U en ω gegeven reële constanten, en met
σ als onbekende. Door te nemen t = l∆t and x = m∆x in (5), krijgen we
de discrete Fourier-vorm. We definiëren nu de versterkingsfactor ρ ≡ eσ∆t en
k ≡ ω∆x. De stabiliteitseis waaraan de numerieke methode moet voldoen is

|ρ| ≤ 1. (6)
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In te zien is dat eindige-differentiemethode (2) instabiel is en daarom on-
bruikbaar.

Opgaven
We gaan op zoek naar een consistente en stabiele eindige-differentiemethode
voor ons modelprobleem. We beschouwen hiertoe hetzelfde rekenrooster (het
rekenrooster gegeven in Figuur 3), maar gaan uit van het drie-puntsstencil
gegeven in Figuur 5.
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Figuur 5: Drie-puntsstencil.

Een opmerkelijke eigenschap van dit stencil in vergelijking met het vier-
puntsstencil in Figuur 4 is dat het roosterpunt (l,m) – het roosterpunt waarin
de vergelijking is gedefinieerd – niet gebruikt wordt.
Hier volgen de opgaven:

a) Leid de eindige-differentievergelijking behorende bij dit stencil af.

b) Leid de bijbehorende vervangende vergelijking af en interpreteer deze.

c) Analyseer de stabiliteit van deze eindige-differentiemethode.
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8 Polynomen en niet-lineaire recursie

Prof.dr. W. v. Assche, Katholieke Universiteit Leuven

Polynomen
Stel dat a, b ∈ R met a = b en definieer

P (x) = ex(x−b)


dn

dxn
e(b−a)x


dm

dxm
ex(a−x


.

Toon aan dat P een polynoom is en bepaal de graad van P . Voor welke
waarden van k en  geldt

 ∞

−∞
P (x)xkex(a−x) dx = 0,

 ∞

−∞
P (x)xex(b−x) dx = 0 ?

Niet Lineaire recursie
Neem de niet-lineaire recursierelatie

(1− a2
n)(an+1 + an−1) = nan.

Toon aan dat er een unieke oplossing bestaat met a0 = 1 en 0 < an < 1 voor
elke n ≥ 1.
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9 Weyl identiteit

Dr. F. H. J. Redig, Universiteit Leiden

Zij A,B n × n matrices met reëel-waardige elementen. De commutator van
A en B is gedefinieerd als volgt

[A,B] = AB −BA.

Verder definiëren we de exponentiële van een matrix via de Taylorreeks

eA =
∞

k=0

Ak

k!
.

a) Toon aan dat als A,B commuteren, dat dan

eA+B = eAeB

b) Bedoeling is nu een veralgemening te vinden van deze formule in het
geval A en B niet commuteren. We definiëren, voor t ∈ R

g(t) = e−t(A+B)etAetB

en
h(t) = etABe−tA.

Toon aan dat g(t) = e−t(A+B)[etA, B]etB, en dat g(0) = I, met I de
eenheidsmatrix.

c) Toon aan dat
h(t) = [A, h(t)] = etA[A,B]e−tA.

d) Stel nu dat A commuteert met [A,B], i.e., [A, [A,B]] = 0. Toon aan
dat A dan commuteert met h(t), en dat h(t) = 0. Besluit daaruit
dat, in dit geval

[etA, B] = t[A,B]etA.

e) Stel nu dat A en B beide commuteren met [A,B]. Toon aan dat g(t) =
t[A,B]g(t). Leid hieruit af dat g(t) = et2[A,B]/2

f) Besluit nu dat als A en B commuteren met [A,B], dat dan

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]
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10 Gesloten in C
Prof.dr. J. Top, Rijksuniversiteit Groningen

Neem a ∈ Z≥1 willekeurig, n := 22a+1 − 1 ∈ Z en ζ := e2πi/n ∈ C.
De verzameling S ⊂ C definiëren we als de kleinste verzameling met de twee
eigenschappen

1. als s ∈ S, dan ook s2 ∈ S;

2. voor elke gehele k met 1 ≤ k ≤ 2a geldt ζk ∈ S.

Toon aan, dat S en S een lege doorsnede hebben (met S wordt de verzameling
complex geconjugeerden van de elementen in S bedoeld).
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