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1. De griep versus de Q-koorts

G.W.Q. Puite, Technische Universiteit Eindhoven

Zij X (resp. Y ) de stochast die het aantal dagen telt voordat iemand met de griep (resp. de
Q-koorts) weer beter is. Er is gegeven dat X en Y de volgende kansverdeling hebben:

P (X = k) = pqk−1 (k ≥ 1)

P (Y = k2) = pqk−1 (k ≥ 1),

dus X is een meetkundige stochast (geometric random variable) en Y is het kwadraat van een
onafhankelijke gelijk verdeelde meetkundige stochast. We gaan allereerst op zoek naar een
formule voor E(X) en E(Y ) in termen van p. Daarbij maken we gebruik van de standaardreeks

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
(0 < x < 1). (1.1)

Door (termsgewijs) differentiëren van deze machtreeks krijgen we

∞∑
k=0

kxk−1 =
∞∑
k=0

d

dx
xk =

d

dx

∞∑
k=0

xk =
d

dx

1

1− x
=

1

(1− x)2
, (1.2)

wat leidt tot

E(X) =
∞∑
k=0

kpqk−1 =
p

(1− q)2
=

p

p2
=

1

p
.

Vermenigvuldigen van (1.2) met x geeft
∑∞

k=0 kx
k = x

(1−x)2 , wat na differentiëren overgaat in

∞∑
k=0

k2xk−1 =
∞∑
k=0

d

dx
kxk =

d

dx

∞∑
k=0

kxk =
d

dx

x

(1− x)2
=

1 + x

(1− x)3
. (1.3)

Derhalve

E(Y ) =
∞∑
k=0

k2pqk−1 = p
1 + q

(1− q)3
=

2− p
p2

=
2− p
p

E(X).

Er is gegeven dat 2−p
p = 10, dus 2 = 11p, dus p = 2

11 . Daaruit volgt dat E(X) = 1
p = 11

2 , dus

het antwoord op de vraag is dat de griep gemiddeld 51
2 dag duurt.
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2. De Stelling van Sylvester-Gallai

F. Dillen, Katholieke Universiteit Leuven

Bewijs van de stelling van Sylvester-Gallai
Stel dat niet alle punten op dezelfde rechte liggen. Voor elk punt P ∈ P en voor elke rechte
L die niet door P gaat, maar wel door tenminste twee andere punten van P, kunnen we de
afstand van P tot L bepalen. Aangezien er slechts eindig veel dergelijke punten en eindig veel
dergelijke rechten bestaan, kunnen we een dergelijk punt P ∈ P en een dergelijke rechte L
vinden waarvoor deze afstand het kleinste is. We beweren dat deze rechte slechts twee punten
van P kan bevatten, hetgeen in tegenspraak is met het gegeven.

Stel immers dat L drie punten van P bevat. Zij Q het punt van L dat het dichtst bij P
ligt. Dan liggen zeker twee van de drie punten (die op L liggen) aan dezelfde kant van Q op
L. Noem deze punten P1 en P2 en veronderstel dat P2 tussen P1 en Q ligt (P2 mag eventueel
samenvallen met Q). Beschouw de rechte L1 = PP1. Dan is het gemakkelijk in te zien dat de
afstand van P2 tot L1 strikt kleiner dan de afstand van P tot Q, en dit is een contradictie.

Bewijs van de stelling van Erdös-de Bruijn
Als n = 3 is de bewering evident. We geven een bewijs door inductie. Veronderstel dat de
bewering klopt voor n. Stel dat het aantal elementen van P gelijk is aan n + 1. De stelling
van Sylvester-Gallai impliceert dat er een rechte L is die juist twee punten P en Q van P
bevat. Beschouw P ′ = P \ {Q}.

Als niet alle punten van P ′ op dezelfde rechte liggen, dan zijn er, door inductie, zeker n
rechten die minstens twee punten van P ′ bevatten. De rechte L hoort daar niet bij, maar
bevat wel twee punten van P. Dus zijn er minstens n + 1 rechten die minstens twee punten
van P bevatten.

Als alle punten van P ′ wel op dezelfde rechte L′ liggen, dan zijn er exact n + 1 rechten
die aan de voorwaarde voldoen (de verbindingsrechten door elk van de punten van P ′ en Q,
en de rechte L′ zelf).

5



[Faculty of Science
Mathematics]

Realize your 
master plan

Master’s programmes

Mathematical Sciences

Scientific Computing 

Stochastics &

Financial Mathematics www.math.uu.nl



3. Een Islamitisch bewijs van de formules van Heron en Brahmagupta 1

J.P. Hogendijk, Universiteit Leiden en Universiteit Utrecht

1.
(i) We hebben AL = BG, DA = DG en ∠BGD = ∠BAD = ∠LAD (hoeken op dezelfde
koorde) en dus DBG ∼= DLA.
(ii) Noteer het snijpunt van AB en GD met S. Dan geldt

∆ABG+ ∆LDB = ∆ASG+ ∆BGS + ∆BSD + ∆DSL

= ∆ASG+ ∆DSL+ ∆DBG

= ∆ASG+ ∆DSL+ ∆DLA

= ∆ADG

(iii) Uit (i) volgt dat BD = DL. Ook geldt

∠BDL = ∠BDG+ ∠GDL = ∠LDA+ ∠GDL = ∠GDA

De driehoeken ADG en LDB zijn gelijkbenige driehoeken met gelijke tophoeken, dus ADG ∼
LDB.

2.
(i) Er geldt ∆GDZ = 1

2GZ ·DZ. Dit geeft

DZ2

2∆GDZ
=
DZ

GZ
=

2∆GDZ

GZ2

(ii) Omdat DZ ·GZ = ∆ADG en DE ·BE = ∆LDB geldt dat

(DZ2 −DE2)(GZ2 −BE2) = ∆ADG2 + ∆LDB2 −DE2GZ2 −DZ2BE2

Merk verder op dat

DE2GZ2 =
∆LDB

∆ADG
DZ2GZ2 = ∆LDB∆ADG

DZ2BE2 =
∆LDB

∆ADG
DZ2GZ2 = ∆LDB∆ADG

Met gebruik van 1.(ii) geeft dit

(DZ2 −DE2)(GZ2 −BE2) = (∆ADG−∆LDB)2 = ∆ABG2

(iii) Merk eerst op dat
DZ2 +AZ2 = DA2 = DE2 +AE2

Kies a = AG, b = AB en c = BG. We zien dat

BE =
1

2
(AB −AL) =

1

2
(AB −BG) =

1

2
(b− c)

1Dit is een uitwerking van Gijs Heuts
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Verder geldt AE = b− 1
2(b− c) = b+c

2 en dus

DE2 = DZ2 +AZ2 −AE2 = DZ2 +
a2

4
− (b+ c)2

4

Dit geeft gebruikmakend van 2(ii) dat

∆ABG2 = (DZ2 −DE2)(GZ2 −BE2)

=
1

4
((b+ c)2 − a2) · 1

4
(a2 − (b− c)2)

=
1

16
(b+ c+ a)(b+ c− a)(a+ b− c)(a− b+ c)

= s(s− a)(s− b)(s− c)

3.
(i) Uit 1.(iii) weten we al dat BDE ∼ GDZ. Omdat DGD1A een koordenvierhoek is, geldt
∠GD1A = 180◦ − ∠GDA, dus krijgen we

∠GD1Z = 90◦ − ∠GDZ = ∠DGZ

Omdat ∠D1GZ en ∠GZD rechte hoeken zijn, volgt GDZ ∼ D1GZ. Het resultaat van opgave
1.(iii) toegepast op de driehoek AB1G geeft D1GZ ∼ D1B1E1.
(ii) Merk eerst op dat

AE2
1 = AD2

1 −D1E
2
1 = GZ2 +D1Z

2 −D1E
2
1

waar we hebben gebruikt dat AD1 = GD1. Analoog geldt AE2 = GZ2 + DZ2 −DE2. Dit
geeft

(AE2
1 −BE2)(AE2 −B1E

2
1) = (D1Z

2 −D1E
2
1 +GZ2 −BE2)(DZ2 −DE2 +GZ2 −B1E

2
1)

= ∆ABG2 + ∆AB1G
2 + (D1Z

2 −D1E
2
1)(DZ2 −DE2)

+(GZ2 −BE2)(GZ2 −B1E
2
1)

waar we het resultaat van opgave 2.(ii) hebben gebruikt voor de oppervlakten van ABG en
AB1G. De gelijkvormigheid van BDE en GDZ geeft

DZ2 −DE2 = DZ2(1− BE2

GZ2
) =

DZ2

GZ2
(GZ2 −BE2) =

DZ2

GZ2

∆ABG2

DZ2 −DE2

en dus

DZ2 −DE2 =
DZ

GZ
∆ABG

Wederom is hier 2.(ii) gebruikt. Op dezelfde manier is makkelijk af te leiden dat

GZ2 −BE2 =
GZ

DZ
∆ABG

Analoog vinden we

D1Z
2 −D1E

2
1 =

D1Z

GZ
∆AB1G

GZ2 −B1E
2
1 =

GZ

D1Z
∆AB1G
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Dit geeft nu

(D1Z
2−D1E

2
1)(DZ2−DE2)+(GZ2−BE2)(GZ2−B1E

2
1) = ∆ABG∆AB1G

(DZ ·D1Z

GZ2
+

GZ2

DZ ·D1Z

)
De stelling van Ptolemaeus toegepast op de koordenvierhoek ADGD1 zegt ons dat

D1D ·GA = AD1 ·GD +AD ·GD1

⇒ GZ(D1Z +DZ) =
√

(D1Z2 +GZ2)(DZ2 +GZ2)

⇒ 2GZ2 ·D1Z ·DZ = D1Z
2DZ2 +GZ4

⇒ DZ ·D1Z

GZ2
+

GZ2

DZ ·D1Z
= 2

We concluderen nu dat

(AE2
1 −BE2)(AE2 −B1E

2
1) = ∆ABG2 + ∆AB1G

2 + 2∆ABG∆AB1G = (∆ABG+ ∆AB1G)2

= [ABGB1]
2

(iii) We kiezen de notatie a = AB, b = BG, c = GB1, d = B1A. Er geldt dan dat

AE = a− 1

2
(a− b) =

a+ b

2

BE =
a− b

2

AE1 =
c+ d

2

B1E1 =
d− c

2

Nu vinden we

[ABGB1]
2 = (AE2 −B1E

2
1)(AE2

1 −BE2)

=
1

16
((a+ b)2 − (d− c)2)((c+ d)2 − (a− b)2)

=
1

16
(a+ b+ c− d)(a+ b− c+ d)(a− b+ c+ d)(−a+ b+ c+ d)

= (s− a)(s− b)(s− c)(s− d)
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4. Geen differentiaalvergelijking

G.J. Woeginger, Technische Universiteit Eindhoven

Definieer de functie g : R→ R door g(x) = x2(1− x)2f(x). Omdat g(0) = g(1) = 0, geeft de
stelling van Rolle een x ∈ (0, 1) met g′(x) = 0. Dan

0 = g′(x) = (2x(1− x)2 − 2x2(1− x))f(x) + x2(1− x)2f ′(x)

Delen door x2(1− x)2 geeft de gewenste gelijkheid.
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5. Dubbele machten

H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Kies positieve gehele getallen w en x met wu = 1 mod v en xv = 1 mod u, en definieer de
gehele getallen y, z door wu = 1 + yv, xv = 1 + zu, zodat y, z niet-negatief zijn. De positieve
gehele getallen n = uw · vz, m = uy · vx voldoen nu aan v · nu = uwu · v1+zu = u1+yv · vxv =
u · mv dus met a = 2v en b = 2u vinden we an

u
= 2v·n

u
= 2u·m

v
= bm

v
, terwijl ook geldt

au = 2uv = bv, en a > 1, b > 1.
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6. Van cirkels naar hyperbolen onder behoud van oppervlakte

J.A.C. Kolk, Universiteit Utrecht

Definieer
U =

⋃
r>0

Cr, π, V =
⋃
r>0

Hr, π;

dan geldt

U = R2 \ (R≤0 × {0}), V = {x ∈ R>0 × R | |x2| < x1 tanhπ }. (?)

Immers, de gelijkheid voor U in (?) is bekend uit de theorie van poolcoördinaten en de inclusie
van V in de laatstgenoemde verzameling, zeg W , in (?) is evident. Omgekeerd, veronderstel
nu x ∈ W . Uit tanhπ < 1 volgt dan |x2| < x1; bijgevolg r = (x21 − x22)1/2 > 0. Verder geldt
− tanhπ < x2

x1
< tanhπ, en vanwege de continüıteit en strikte monotonie van tanh bestaat

dan een uniek element α ∈ ]−π, π[ met x2
x1

= tanhα. Dan volgt uit cosh2− sinh2 = 1 dat
x = r(coshα, sinhα) ∈ V .

Teneinde het bestaan van Φ aan te tonen, introduceer

D = R>0 × ]−π, π [ ⊂ R2, Ψ+ : D → U, Ψ− : D → V,

Ψ+(r, α) = r (cosα, sinα), Ψ−(r, α) = r (coshα, sinhα).

Dan is Ψ+ het diffeomorfisme bekend van de overgang naar poolcoördinaten in R2, waar-
voor geldt detDΨ+(r, α) = r. Bijgevolg is Ψ+

−1 : U → D ook een diffeomorfisme, terwijl
detDΨ+

−1(r(cosα, sinα)) = 1
r op grond van de kettingregel en de multiplicatieve eigenschap

van de determinant.

De argumenten uit de eerste alinea van dit antwoord leiden tot de bijectiviteit van Ψ−, terwijl
de continue differentieerbaarheid ervan duidelijk is. Verder geldt detDΨ−(r, α) = r > 0, en
dus is Ψ−

−1 een diffeomorfisme op grond van de Globale Inverse-functiestelling. Derhalve is
ook de samengestelde afbeelding

Φ = Ψ− ◦Ψ+
−1 : U → V met r(cosα, sinα) 7→ (r, α) 7→ r(coshα, sinhα)

een diffeomorfisme, terwijl de identiteit Φ(Cr, α) = Hr, α evident is. Voorts geldt

detDΦ(r(cos(α, sinα)) = detDΨ−(r, α) detDΨ+
−1(r(cosα, sinα)) = r

1

r
= 1.

De Substitutiestelling voor dubbelintegralen impliceert nu dat Φ oppervlaktebehoudend is,
en alle beweringen zijn nu geverifieerd.

Opmerking: In het voorgaande zijn Cartesische coördinaten in R2 zo weinig mogelijk ge-
bruikt. Deze kunnen echter ook maximaal worden benut, onder vermijding van pool- en
hyperbolische coördinaten. Bijvoorbeeld, voor een bewijs in Cartesische coördinaten dat Φ
volumebehoudend is, introduceer

a : U → R en h : R→ R2 door

a(x) = 2 arctan
(

x2
‖x‖+x1

)
, h =

( cosh
sinh

)
,

dan Φ = ‖ · ‖ (h ◦ a) : U → V,d.w.z.Φ(x) = ‖x‖
( cosh a(x)

sinh a(x)

)
.
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Indien de rijvector xt de getransponeerde van de kolomvector x ∈ U aanduidt, dan geven

D‖ · ‖(x) =
1

‖x‖
xt, J =

( 0 −1
1 0

)
, Da(x) =

1

‖x‖2
(Jx)t

dat

DΦ(x) = 1
‖x‖ (h ◦ a(x))xt + 1

‖x‖ (h′ ◦ a(x)) (Jx)t

= 1
‖x‖

( x1 cosh a(x)− x2 sinh a(x) x1 sinh a(x) + x2 cosh a(x)
x1 sinh a(x)− x2 cosh a(x) x1 cosh a(x) + x2 sinh a(x)

)
.

Derhalve detDΦ(x) = 1, en daarom is Φ : U → V volumebehoudend.

Achtergrond: Een meetkundige betekenis van het getal 0 < α ≤ π in xα = (cosα, sinα) is
de lengte van de boog van de eenheidscirkel x21+x22 = 1 tussen x0 en xα. De overeenkomstige
interpretatie geldt echter niet indien men xα vervangt door yα = (coshα, sinhα) behorend
tot de rechter tak van de eenheidshyperbool y21 − y22 = 1. Zonder bewijs wordt hier vermeld
dat de lengte van zo een boog van de hyperbool wordt gegeven door een niet-elementaire
transcendente functie van α. Daarentegen geldt wel dat α de oppervlakte is van zowel de
cirkelsector bepaald door x−α en xα, als de hyperboolsector bepaald door y−α en yα. Dit
laatste feit volgt direct uit de eigenschappen van het diffeomorfisme Φ.
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7. Een bijna-injectieve functie

B. van Dalen, Universiteit Leiden

We onderzoeken eerst voor welke drietallen (a, b, c) van gehele getallen geldt dat f niet injec-
tief is op (a, b, c). Daarna kunnen we beide vragen gemakkelijk beantwoorden.

Stel (x, y, z) en (u, v, w) zijn twee verschillende drietallen met dezelfde functiewaarde (a, b, c).
Dan geldt

x2 + y = a = u2 + v, y2 + z = b = v2 + w, z2 + x = c = w2 + u.

Hieruit volgt

x2 − u2 = v − y, y2 − v2 = w − z, z2 − w2 = u− x,

oftewel

(x+ u)(x− u) = v − y, (y + v)(y − v) = w − z, (z + w)(z − w) = u− x. (∗)

Dit betekent dat

(z + w)(y + v)(x+ u)(x− u) = (z + w)(y + v)(v − y) = (z + w)(z − w) = u− x

en analoog

(z + w)(y + v)(x+ u)(y − v) = v − y, en (z + w)(y + v)(x+ u)(z − w) = w − z.

Omdat ten minste één van x− u, y − v en z − w ongelijk aan 0 is, betekent dit (z + w)(y +
v)(x+ u) = −1. Links staan drie gehele getallen, die dus allemaal gelijk aan 1 of −1 moeten
zijn. Ten minste één van de drie, zeg x + u, is −1. We hebben nu twee gevallen: z + w en
y + v zijn beide −1, of z + w en y + v zijn beide 1.

Geval 1. Stel z + w = y + v = −1. Dan geldt x − u = y − v = z − w wegens (∗). We
kunnen alles nu in x uitdrukken. Er geldt u = −1− x, dus z − w = x− u = 2x+ 1. Samen
met z + w = −1 geeft dit z = x en w = −x − 1. Zo ook geldt y = x en v = −x − 1.
Al met al vinden we (x, y, z) = (x, x, x) en (u, v, w) = (−x − 1,−x − 1,−x − 1). Er geldt
(a, b, c) = f(x, y, z) = (x2 + x, x2 + x, x2 + x).

Geval 2. Stel z + w = y + v = 1. Dan geldt x − u = y − v = w − z wegens (∗). We
kunnen alles nu in x uitdrukken. Er geldt u = −1 − x, dus z − w = u − x = −2x − 1.
Samen met z + w = 1 geeft dit z = −x en w = x + 1. Zo ook geldt v = −x en y = x + 1.
Al met al vinden we (x, y, z) = (x, x + 1,−x) en (u, v, w) = (−x − 1,−x, x + 1). Er geldt
(a, b, c) = f(x, y, z) = (x2 + x+ 1, x2 + x+ 1, x2 + x).

Al met al hebben we nu gezien dat als f niet injectief is op (a, b, c), er een x is zodat (a, b, c)
gelijk is aan één van de drietallen (x2 + x, x2 + x, x2 + x), (x2 + x + 1, x2 + x + 1, x2 + x),
(x2 + x+ 1, x2 + x, x2 + x+ 1) en (x2 + x, x2 + x+ 1, x2 + x+ 1). Andersom hebben we voor
elk van deze drietallen twee verschillende drietallen gevonden die erop afgebeeld worden, dus
f is dan ook echt niet injectief op (a, b, c). Met behulp van dit resultaat kunnen we de vragen
beantwoorden.
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1. We zien dat als (a, b, c) een drietal gehele getallen is zodat f niet injectief is op (a, b, c),
dat dan ten minste twee van a, b en c gelijk aan elkaar zijn. Andersom geldt dus dat
als a, b en c alledrie verschillend zijn, f injectief is op (a, b, c).

2. Voor alle drietallen (a, b, c) = (x2 + x+ 1, x2 + x+ 1, x2 + x) met x ∈ Z geldt dat f niet
injectief is op (a, b, c). Dit zijn oneindig veel drietallen en voor elk drietal geldt b 6= c.
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8. AlleMachtig!

L.D. Molag, Universiteit Utrecht

Uitwerking 1
Beschouw n complexe getallen z1, z2, . . . , zn. Er bestaan complexe getallen a0, a1, . . . , an zó
dat (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn) = anz

n + an−1z
n−1 + . . . + a0. We zullen per inductie de

volgende uitspraak bewijzen:

Zij l een geheel getal met 1 ≤ l ≤ n. Er geldt voor alle 1 ≤ k ≤ l dat zk1 + zk2 + . . . + zkn = 0
als en slechts als voor alle 1 ≤ k ≤ l geldt dat an−k = 0.

Voor l = 1 is de uitspraak triviaal want an−1 = −(z1 + z2 + . . . + zn). Neem nu aan dat
de uitspraak waar is voor l− 1 met 1 ≤ l ≤ n. Stel dat voor alle 1 ≤ k < l geldt dat an−k = 0

(of equivalent zk1 + zk2 + . . . + zkn = 0). Schrijf ζl = e
2πi
l . We weten dat zl − zlj precies de

nulpunten ζml zj met 1 ≤ m ≤ l heeft. We gebruiken dit om de volgende identiteit aan te
tonen:

n∏
j=1

(zl − zlj) =

n∏
j=1

l∏
m=1

(z − ζml zj) =

n∏
j=1

ζ
l(l+1)/2
l

l∏
m=1

(ζ−ml z − zj)

= ζ
l(l+1)n/2
l

l∏
m=1

n∏
j=1

(ζ−ml z − zj)

= ζ l(l+1)n/2
l∏

m=1

(ζ−mnl zn + an−lζ
−m(n−l)
l zn−l + . . .+ a0)

= zln + lan−lz
l(n−1) + . . .+ ζ l(l+1)n/2al0

In de derde regel is gebruik gemaakt van de inductiehypothese. De coefficiënt van zl(n−1) in
deze uitdrukking is −(zl1 + zl2 + . . .+ zln), dus an−l = 0 als en slechts als zl1 + zl2 + . . .+ zln = 0.
De uitspraak is dus bewezen.

Voor het geval l = n − 1 zegt de uitspraak dat er een w ∈ C bestaat zó dat (z − z1)(z −
z2) · · · (z − zn) = zn − wn, hetgeen impliceert dat (z1, z2, . . . , zn) = w(ζn, ζ

2
n, . . . , ζ

n
n ).

Opmerking: Uit bovenstaande uitwerking maken we op dat het eigenlijk niet zo belan-
grijk is dat we werken met complexe getallen, maar dat we werken in een ring waarin elk
element n verschillende n-de machtswortels heeft.
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Uitwerking 2
Zij (z1, z2, . . . , zn) 6= 0 ∈ Cn. Zonder verlies van algemeenheid geldt z1, . . . , zm 6= 0 en zj = 0
voor j > m voor zekere 1 ≤ m ≤ n. Door gebruik te maken van de meetkundige reeks zien
we dat

m∑
j=1

1

z − z−1j
= −

∞∑
k=0

 m∑
j=1

zk+1
j

 zk = zn−1
m∑
j=1

zn−1j

z − z−1j

voor |z| klein genoeg. Dit impliceert dat

m∑
j=1

m∏
i=1,i 6=j

(z − z−1j ) = zn−1
m∑
j=1

zn−1j

m∏
i=1,i 6=j

(z − z−1j )

Het polynoom in het linker lid heeft graad m−1, hetgeen impliceert dat het polynoom in het
rechterlid niet identiek nul kan zijn. Dan is het polynoom in het rechter lid dus van graad
groter dan of gelijk aan n − 1. Aangezien m − 1 ≤ n − 1 moeten we aannemen dat m = n.
We concluderen dat het polynoom gelijk is aan nzn−1. Er geldt dus

d

dz

n∏
j=1

(z − z−1j ) =
n∑
j=1

n∏
i=1,i 6=j

(z − z−1j ) = nzn−1.

Dus bestaat er een complex getal w 6= 0 zó dat

n∏
j=1

(z − z−1j ) = zn − w−n.

Dit impliceert dat (z1, z2, . . . , zn) = w(ζn, ζ
2
n, . . . , ζ

n
n ), waar ζn = e

2πi
n . Dit is inderdaad een

oplossing, voor alle 1 ≤ k < n geldt namelijk

zk1 + zk2 + . . .+ zkn = wk(ζkn + ζ2kn + . . .+ ζnkn ) = wkζkn
ζknn − 1

ζkn − 1
= 0.
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9. Bijzondere polynomen

A. Smeets, Katholieke Universiteit Leuven

Een dergelijk polynoom bestaat voor oneven waarden van n, maar niet voor even waarden van
n. Het antwoord is negatief voor even n omdat het linkerlid van de bovenstaande gelijkheid
dan invariant is onder de substitutie a 7→ − 1

a , maar het rechterlid niet. Veronderstel dus
vanaf nu dat n oneven is.

We bewijzen per inductie op j dat er voor elke oneven j een polynoom pj(X) ∈ Z[X] bestaat
zodat

pj

(
a− 1

a

)
= aj − 1

aj
voor alle a ∈ R met a 6= 0.

Inderdaad, neem p1(X) = X en p3(X) = X3 + 3X en construeer pj+4(X) uit pj(X) en
pj+2(X) door middel van de recursierelatie pj+4(X) = (X2 + 2) · pj+2(X) − pj(X). Uit de
identiteit ((

a− 1

a

)2

+ 2

)(
aj+2 − 1

aj+2

)
−
(
aj − 1

aj

)
= aj+4 − 1

aj+4

volgt dan het resultaat (want de polynomen pj(X) hebben gehele coëfficiënten per construc-
tie).

Schets van een alternatieve oplossing
Oplossen van t = a− 1

a naar a geeft a = 1
2(t±

√
t2 + 4). We willen dan bijvoorbeeld bewijzen

dat (
t+
√
t2 + 4

2

)n
−

(
t+
√
t2 + 4

2

)−n
een veelterm in t met gehele coëfficiënten is wanneer n oneven is. Maar deze uitdrukking is
gelijk aan (

t+
√
t2 + 4

2

)n
+

(
t−
√
t2 + 4

2

)n
,

precies omdat n oneven is. Uit de bekende hoofdstelling voor symmetrische polynomen
over Z volgt dat deze laatste uitdrukking kan worden geschreven als polynoom met gehele
coëfficiënten in de elementaire symmetrische uitdrukkingen 1

2(t+
√
t2 + 4)+ 1

2(t−
√
t2 + 4) = t

en 1
2(t+

√
t2 + 4) · 12(t−

√
t2 + 4) = −1. Daaruit volgt opnieuw het resultaat.
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10. Nilpotente matrix

J. Top, Rijksuniversiteit Groningen

Uitwerking 1: Neem k geheel en positief, en definieer de k × k matrix B := (bi,j) over
de polynoomring Z/2Z[λ] door bi,j = λ = −λ als i = j en bi,j = 1 als |i − j| = 1 en
bi,j = 0 als |i − j| > 1. Schrijf dk(λ) := det(B). Door te ontwikkelen naar de eerste rij zie
je dat dk(λ) = λdk−1(λ) + dk−2(λ). Verder is d1(λ) = λ en d2(λ) = λ2 + 1. Hiermee is een
formule voor dk(λ) te vinden: in de ring R := (Z/2Z)(λ)[x]/(x2 + λx + 1) geldt −a = a en
(a+ b)2 = a2 + b2 voor alle a, b, en ook x2 = λx+ 1. Daaruit volgt

dk(λ) = (1 +
λ+ x

λ
)xk + (1 +

x

λ
)(λ+ x)k,

zoals eenvoudig met volledige inductie is na te gaan. Vullen we k = n = 2m − 1 in, dan
volgt dn(λ) = λn. In het bijzonder betekent dit, dat de matrix A uit deze opgave het
eigenwaardenpolynoom λn heeft. De Cayley-Hamilton stelling zegt dat elke vierkante matrix
een nulpunt is van zijn eigenwaardenpolynoom, dus An = 0.
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Uitwerking2 2: Definieer de matrix B ≡ A− λI ≡ A+ λI. We zullen met inductie bewijzen
dat detB ≡ λn, de Cayley-Hamilton stelling impliceert dan dat An ≡ 0. Voor m = 1 is
de uitspraak triviaal. Neem aan dat de uitspraak waar is voor een m ≥ 1. Beschouw nu A
voor n = 2m+1− 1. Noteer met Sn de verzameling van bijecties van {1, 2, ..., n} naar zichzelf.
Omdat optellen en aftrekken equivalent zijn in Z/2Z geldt

detB ≡
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

Bi,σ(i)

Zij σ een bijectie met σ(2m) 6= 2m en B1,σ(1)B2,σ(2) · · ·Bn,σ(n) 6= 0. Dit impliceert dat σ(2m) =
2m−1 óf σ(2m) = 2m+ 1. Neem aan dat σ(2m) = 2m−1. Aangezien σ(k) ≤ k+ 1 voor alle k
moeten we concluderen dat σ(2m− 1) = 2m (doen we dit niet dan zal {σ(1), ..., σ(2m− 1)} ⊂
{1, ..., 2m−2}). Analoog geldt σ(2m+1) = 2m als σ(2m) = 2m+1. Stel nu σ voor als een matrix
Σ met Σi,j = 1 als j = σ(i) en 0 anders. Laat σT de bijectie zijn die hoort bij de matrix die je
krijgt door Σ te spiegelen in de anti-diagonaal. We zien dat er voor elke σ met σ(2m) = 2m−1
geldt dat σT (2m) = 2m + 1 en B1,σ(1)B2,σ(2) · · ·Bn,σ(n) = B1,σT (1)B2,σT (2) · · ·Bn,σT (n). We

merken op dat de afbeelding σ 7→ σT een bijectie is. Er geldt dus:

∑
σ∈Sn,σ(2m)6=2m

n∏
i=1

Bi,σ(i) =
∑

σ∈Sn,σ(2m)=2m−1

2
n∏
i=1

Bi,σ(i) ≡ 0

Beschouw nú een bijectie met σ(2m) = 2m enB1,σ(1)B2,σ(2) · · ·Bn,σ(n) 6= 0. Stel dat {σ(1), ..., σ(2m−
1)} 6= {1, ..., 2m−1}. Weer gebruikmakend van het feit dat σ(k) ≤ k+1 voor alle k impliceert
dit σ(2m − 1) = 2m en dit is in strijd met de bijectiviteit van σ. Dus {σ(1), ..., σ(2m − 1)} =
{1, ..., 2m − 1} en analoog {σ(2m + 1), ..., σ(2m+1 − 1)} = {2m + 1, ..., 2m+1 − 1}. De induc-
tiehypothese rond het bewijs nu af:

∑
σ∈Sn,σ(2m)=2m

n∏
i=1

Bi,σ(i) ≡ B2m,2m

 ∑
σ∈S2m−1

2m−1∏
i=1

Bi,σ(i)

2

≡ λ(λ2
m−1)2 ≡ λn.

2Dit is een uitwerking van Leslie Molag
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11. Muntje Over

S. Boersma, Universiteit Utrecht

1. Beschouw het geval van n + 1 munten in een cirkel (n ≥ 3). Voer de eerste zet uit. We
hebben nu een cirkel met n−1 stapels van één munt en één stapel van twee munten. Vanaf nu
is het verder uitvoeren van het proces equivalent aan het geval met n munten op een cirkel,
met als enige verschil dat er één munt vervangen is door een stapel. Voor het proces worden
deze echter hetzelfde behandeld. Indien het stapeltje met twee munten belandt in de grootste
stapel, liggen er an munten op de laagste stapel, anders an + 1. Als voor zekere n de grootste
en kleinste stapel aan het einde even groot waren, geldt an+1 = an.

2. Gegeven een cirkel met stapels van munten, we zeggen dat die cirkel m-periodiek is
als geldt dat elke twee stapels waar exact m− 1 stapels tussen liggen, even hoog zijn. De rij
van stapelhoogtes repeteert dus met periode m en zo’n rij van m opeenvolgende stapelhoogtes
noemen we een m-combinatie. Noteer met C(n;m) de cirkel die is ontstaan door n−m zetten
uit te voeren op de cirkel met n munten (er zijn dan dus m stapels).

Lemma: Zij 0 ≤ k ≤ n. C(3n; 2k3n−k) is 2k-periodiek.
Bewijs: Voor k = 0 en k = n is dit duidelijk. Voor de overige k gaan we inductie toepassen.
Stel dat het waar is voor zekere k met k+1 < n. C(3n; 2k+13n−k−1) is de cirkel die we krijgen
door nog 2k · 3n−k−1 zetten uit te voeren op C(3n; 2k3n−k). Volgens de inductiehypothese
is C(3n; 2k3n−k) 2k-periodiek. Voer nu 2k zetten uit op C(3n; 2k3n−k), dit heeft effect op
de eerste 3 · 2k stapels van C(3n; 2k3n−k). Omdat 3 · 2k deelbaar is door 2k is het duidelijk
dat de combinatie van de eerste opeenvolgende 2k+1 stapels in de nu ontstane cirkel weer
bij de daaropvolgende 2k+1 stapels ontstaat door de volgende 2k zetten uit te voeren. Na
dat we dit 3n−k−1 keer hebben uitgevoerd krijgen we C(3n; 2k+13n−k−1) en die cirkel is dus
2k+1-periodiek. �

Lemma: Zij 0 ≤ k ≤ n. Elke 2k-combinatie van C(3n; 2k3n−k) bevat precies één stapel
met slechts één munt.
Bewijs: Voor k = 0 is dit duidelijk. Stel dat dit waar is voor k met k < n. Een nieuwe
2k+1-combinatie ontstaat door 2k zetten uit te voeren op drie opeenvolgende 2k-combinaties
van C(3n; 2k3n−k). Beschouw de situatie net vóór we deze 2k zetten gaan uitvoeren; de stapel
waarmee je straks de eerste zet gaat uitvoeren heeft plaats 1, de stapel direct rechts daarvan
plaats 2, enzovoorts. De stapels wiens plaats 1 mod 3 is worden in dit proces geplaats op
een andere stapel. De stapels wiens plaats 0 mod 3 is krijgen een stapel op hen geplaatst.
We concluderen dat de stapels wiens plaats 2 mod 3 is onveranderd blijven na de 2k zetten.
In de nieuwe situatie zijn enkel stapels van slechts één munt indien die in dit proces zijn
overgeslagen. Vanwege de inductiehypothese zijn er precies 3 enen in de drie opeenvolgende
2k-combinaties. Deze hebben plaats m, 2k + m en 2 · 2k + m voor een 1 ≤ m ≤ 2k. Echter,
2k ≡ ±1 mod 3 en dus 2 ·2k ≡ ∓1 mod 3. Dit impliceert dat m, 2k +m en 2 ·2k +m allen in
verschillende modulo klassen zitten. Dus met precies één van de stapels van één munt gebeurt
niets, de anderen worden op een stapel gelegd of komen onder een stapel te liggen. Na de 2k

zetten is er dus precies één stapel met slechts één munt overgebleven. �
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Neem nu n ≥ 3 en beschouw C(3n; 2n). Volgens wat we zojuist hebben bewezen komt er
in deze 2n-periodieke combinatie precies één stapel van slechts één munt voor. Voor de laat-
ste 2n−2 stappen kunnen we kijken naar de cirkel met 2n munten. Doordat stapels hetzelfde
worden behandeld als munten geldt dat er nu a2n respectievelijk 2n−a2n stapels van C(3n; 2n)
op de twee stapels van C(3n; 2) komen te liggen. Aangezien de stapels van C(3n; 2n) op één
na meer dan één munt bevatten, liggen er op de laagste stapel van C(3n; 2) nu tenminste
2 · a2n − 1 munten, ofwel a3n ≥ 2 · a2n − 1.

Voor n ≥ 3 geldt 2 · a2n − 1 > a2n (want a8 = 3 ≥ 2) en dus onder andere a22n ≥ a3n > a2n .
We concluderen dat de rij a2n , en dus de rij an, onbegrensd is. Aangezien uit het eerste
deel van de opgave volgt dat de functie met stapjes van één stijgt, worden er geen getallen
overgeslagen. Dus {an|n ≥ 3} = N.
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Internationale Wiskunde Olympiade 2011 in Nederland
De Internationale Wiskunde Olympiade is een prestigieuze 
wiskundewedstrijd voor middelbare scholieren. Het is 
de oudste en grootste van de wetenschapsolympiades 
die internationaal worden georganiseerd. De 52e 
Internationale Wiskunde Olympiade zal van 12 tot 24 juli  in 
Amsterdam worden gehouden. In totaal worden ongeveer 
600 deelnemers uit meer dan 100 landen verwacht (en 
daarnaast nog een paar honderd begeleiders). De wedstrijd 
bestaat uit het oplossen van zes pittige wiskundeopgaven 
verdeeld over twee wedstrijddagen. 

Vrijwilliger zijn bij het grootste 
internationale Wiskunde-evenement?

Word gids of wedstrijdbegeleider bij de 
International Mathematical Olympiad in 2011

Vrijwilligers nodig

Rond de wedstrijd worden excursies en activiteiten voor de internationale 
groep deelnemers georganiseerd. Ook is er een offi ciële opening- en 
sluitingsceremonie. De deelnemers zijn negen dagen in Nederland en worden 
vanaf hun aankomst tot vertrek begeleid door een gids van het organiserende 
land. Naast de in totaal 1.000 buitenlandse gasten nemen er ook zo’n 300 
vrijwilligers aan het evenement deel, die ervoor zorgen dat alles goed loopt. 
Dit zal een onvergetelijke ervaring zijn. Wil jij ook je handen uit je mouwen 
steken in 2011?

Er zijn allerlei taken die door vrijwilligers tijdens de IMO worden verricht.

•  De gidsen begeleiden elk een team van zes deelnemers uit één land 
en helpen hen met praktische zaken. Voor deze functie zijn we vooral 
op zoek naar studenten die hun buitenlandse talen goed spreken. 

•  De wedstrijdbegeleiders zorgen dat de wedstrijd vlekkeloos verloopt. 
Voor deze functie zijn we vooral op zoek naar docenten. 

•  De crewleden regelen alles op de accommodaties.
•  De coördinatoren kijken het werk van de deelnemers na en 

stellen in overleg met de teamleiders de scores vast. 

Meer informatie? Aanmelden voor een van de functies? 
Kijk op www.imo2011.nl. 
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